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Resume. On otudie un operateur de la forme ; — A + V sur W^, oh V est un potentiel admettant plusieurs 
poles en ajr^ . Plus precisement, on demontre Testimatlon de resolvante tronquee a hautes frequences, 
classique dans les cas non-captifs, et qui implique des proprietes de regularisation sur I'equation de 
Schrodinger correspondante. La preuve est basee sur I'introduction d'une mesure de defaut micro-locale 
semi-classique. 



1. Introduction 

Nous considerons dans ce travail un operateur de la forme : 

(1) P = -A + y, 
sur I'espace (d > 2), oii : 

est le Laplacien standard, et le potentiel V est une fonction reelle definie sur W^. L'etude de la resolvante : 

pres de I'axe reel, interessante en elle meme, permet aussi de preciser le comportement des solutions des 
equations d'onde et de Schrodinger associees a P. Lorsque V est regulier, de nombreuses inegalites ont 
ete demontrees sur des normes de Rz dans des espaces a poids, notamment I'inegalite standard a haute 
frequence, sur la resolvante tronquee : 

(2) WxR.xWl^^l^ < 

oil z est grand en module, pres de I'axe reel, et x sst une fonction reguliere a support compact. De tels 
resultats remontent aux travaux de C. S. Morawetz ^HIjCSIj qui en deduisait la decroissance uniforme 
de I'energie locale de I'equation d'onde correspondante. II est possible de demontrer dans un cadre 
general, en modifiant la metrique definissant le Laplacien ou en rajoutant un obstacle, moyennant une 
hypothese essentielle de non-capture sur les geodesiques de cette metrique (cf C2|jE1) ED)- 

Dans 122] et [2^1) les auteurs considerent des potentiels peu reguliers, et demontrent des estimations 
sur la resolvante de P, des effets regularisants sur les equations d'onde et de Schrodinger. Le principe de 
ces deux articles est d'ecrire des estimations sur le laplacien libre A, puis de considerer V comme une 
petite perturbation de ce dernier. Un tel raisonnement fonctionne en particulier si y € L"^, q > d/2. 

Ici, nous supposerons que le potentiel V, est petit a I'infini et borne en dehors d'un ensemble fini de 
poles distincts : 

pres desquels : 
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De telles singularites sont critiques, car du meme ordre que le Laplacien. Les singularites moins fortes 
rentrent dans le cadre de Particle precite et pour les singularites d'ordre superieur on ne pent pas, en 
general, demontrer (jSJ (cf [H|)- Lorsque les constantes aj sont petites, le potentiel V reste en un certain 
sens inferieur au laplacien et ce cas est encore traite, lorsque d > 3, dans ^23;. En omettant cette hypothese 
de petitesse, on change la nature du probleme car on ne pent plus considerer V comme une perturbation 
du laplacien. 

Le cas unipolaire, essentiellement : 

P. = -A+^, a+(^-l)\o, 

est traite dans ^U] et Moyennant I'hypothese sur a, qui assure la positivite de I'operateur Pa, les 
auteurs demontrent des inegalites de Strichartz sur les equations d'evolutions associees a Pa- Leur raison- 
nement repose de maniere essentielle sur le caractere radial de Pa et ne se generalise pas au cas multipo- 
laire. 

On demontre ici Q pour un potentiel multipolaire. Ce type de potentiels apparait dans certains 
modeles de relativite generale, mais la motivation principale de ce travail est I'etude d'un probleme 
critique, cas limite ou les singularites de V sont exactement du degre d'homogeneite du Laplacien. 

On suppose que pres de chaque pole pj, V est radial (c'est a dire fonction de la seule variable |x — 
Cette condition est legerement assouplie dans la section 0](cf theoreme|21). On fait egalement, pres de pj, 
les hypotheses suivantes : 

pour une grande constante C et un reel a tel que a + {d/2 — 1)^ > 0. Ces hypotheses sont verifies par 
exemple lorsque V est exactement, pres de chaque pj, de la forme : 

'^-i|\o. 



On suppose aussi pour simplificr V nul a I'infini et borne en dehors des poles. Dans ces conditions on pent 
toujours definir, au sens des formes quadratiques, un operateur auto-adjoint semi-borne inferieurement 
P = —A + V . Les hypotheses sur V et la construction precise de P sont explicitees et discutees dans la 
section 2. 

Theoreme 1. Soit V verifiant les hypotheses et P — —A + V. On se donne x G C^(M'*). 

Alors : 

(3) 3Ao > 0, 3C> 0, VA > Ao, Ve > 0, \\xRx±^eX\\L-^L- < 

Dans le cas d'un seul pole (N = 1), Q) reste vraie sans la borne ^ sur la derivee de V. 

Comme deja indique, I'estimation ^ est I'estimation standard sur la resolvante d'un Laplacien in- 
duisant une metrique non captive. Dans les cas captifs, ^ est fausse. Le theoreme^montre en particulier 
que I'energie ne se concentre pas a haute frequence sur les poles, et que ces derniers ne se comportent pas 
non plus comme des obstacles qui renverraient les rayons optiques. 

On pent deduire directement de comme dans 4 I'effet regularisant classique sur I'equation de 
Schrodinger. L'inegalite uniforme haute frequence, telle qu'elle est demontree ici, implique cet effet lo- 
calement en temps. Pour avoir des resultats globaux, il faudrait demontrer la meme inegalite pour tout 
reel A. On pent aussi deduire du theoremeHla decroissance de I'energie locale de I'equation des ondes as- 
sociee a P. Notons aussi que ces resultats impliquent des inegalites de Strichartz (avec pertes eventuelles) 
sur les memes equations. 

La demonstration suit celle de N. Burq 0, et repose sur I'introduction dans un raisonnement par 
I'absurde d'une mesure de defaut semi-classique, objet introduit independamment par P. Gerard et P.L. 
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Lions (cf \14\). La difSculte nouvelle repose dans le comprehension du comportement de la mesure 
pres de chacun des poles. 

On pent signaler une approche differente mais relatee a la notre pour demontrer des resultats similaires, 
celle du calcul de commutateurs positifs introduit par E. Mourre ^21, et qui fonctionne telle quelle sur 
I'operateur unipolaire Pa- L'auteur tient a remercier C. Gerard et F. Nier pour I'avoir eclaire sur ce sujet. 
On renvoie a (et U pour une presentation generale). L'article ^^ de A. Vasy et M. Zworsky donne 
une version micro-locale de ce type de techniques. 

Mentionnons enfin les travaux recents |18| . |7] sur I'equation des ondes en dimension 3 avec un potentiel 
singulier. L'hypothese faite dans [7| est simplement une hypothese de petitesse sur la partie negative du 
potentiel, similaire a notre hypothese Dans cet article, le potentiel est pris dans une classe de Kato 
critique, contenant strictement L''/^. L 'introduction de ^H] presente de maniere tres complete les resultats 
connus sur les operateurs de la forme —A + V. 

La deuxieme partie du texte est consacree a la definition precise de P. La troisieme partie concerne la 
demonstration du theoreme^ Enfin, dans la quatrieme partie, on enonce et on demontrc un rafhnncment 
du theoreme^ oil la condition de radialite sur V pres de chaque pole est assouplie. 

2. Definitions et hypotheses. 

On commence par expliciter les hypotheses sur V. Comme deja precise, on se place en dimension d> 2, 
et on se donne un ensemble de N poles (N > 1) distincts : 

V = {pi,..,pn}cR''. 

On suppose : 

(4) V a support compact sur 

(5) T/eL^,(RV,K), 

et qu'il existe des constantes /, Cy, Cy strictement positives, une constante reelle a, des fonctions Vj G 
LJ^j.(]0, Z], M) telles que pour tout entier j compris entre 1 et N, et pour |a; — pj| < I : 

Cv 



(7) \V{x)\ < - 

(8) \VV{x)\ < 



C'v 



(9) V{x) = V,{\x-p,\) 

Les hypotheses (@J) et sont loin d'etre minimales mais on s'interesse ici a I'effet des poles sur le 
comportement de P. Pour des potentiels plus generaux a I'infini on pourra consulter 0, El. 

La borne (jSJ sur la derivee et l'hypothese de radialite © de 1^ pres des poles sont des hypotheses 
apparemment techniques. Dans le cas d'un seul pole {N = 1), (jHJ est inutile, ce qui generalise les resultats 
connus jusqu'alors pour un potentiel unipolaire radial, qui necessitait toujours une hypothese sur la derivee 
de V . Dans le theoreme |21 phis loin, on fait une hypothese legerement plus faible que @, ce qui permet 
d'inclure des poles de la forme : l/|a;pa Mais en dehors de ces deux cas, il semble impossible de 

se passer de ©, (El avec la methode de preuve employee ici. 

Enfin, jnj et (0 sont absolument essentielles. Sans I'inegalite P ne serait plus semi-borne infe- 
rieurement et le probleme serait d'une nature completement differente. La definition de P comme operateur 
auto-adjoint, que Ton fait ici par I'extension de Friedrichs, serait elle-meme ambigue. D'autre part, il ex- 
iste des potentiels unipolaires V strictement positifs, verifiant une majoration juste un peu plus faible 
que lO (en log^ |2;|/|a;p), et tel que ni (01, ni aucune inegalite de Strichartz ou de dispersion non triviale 
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ne soient vraie (cf §J. Si Ton veut encore que Q soit verifiee pour des potentiels admettant des poles 
d'ordre superieur, il faut done faire des hypotheses supplementaires, peut-etre supposer une propriete 
monotonie de V au voisinage des poles. 

Soit Q la forme quadratique sur definie par : 

D{Q) ^H^ nlue l2(R'*); - — ^- — -u e L^{R'^),j = i,...,n\ 

{ \x-Pj\ J 

Q{u)^ J \\/u\^dx + J V\u\^dx. 

Lemme 2.1. Supposons La forme quadratique Q est fermee, semi-bornee inferieurement. 

Demonstration. Le fait que Q soit semi-bornee inferieurement, trivial pour d = 2 (V est alors positif pres 
de chaque pole), decoule, pour d > 3, de I'inegalite de Hardy : 

(10) J \\/u\^ dx > ~ If J j^H^dx, ueH^R''). 

En effet, on se donne une partition de I'unite adaptee aux poles pj : 

N 

xo € C°°(R'^), xj e C^iR"), E^? = 1 
Pk i supp Xi-, j, k = l,...,N, j = 0,...,N; 



et on ecrit 



N „ N 



3=0 j=0 

= / IxoVupdx + E / |V(x,w) + [x„V]w|2dx + E / V\xM^dx 
> J |xoVu|2dx + (l-e)E J \Vixju)\^dx 



-CeY. \[XjMu?dx + Y, / V\xM^dx, 

oil Ce designe une constante dependant de e. On conclut avec I'hypothese ©, et I'inegalite (|1(J|I . appliquee 
a XjW, en prenant e assez petit. 

II est evident que D{Q) est complet pour la norme : 



||u||q = V(3(u) + ||m||l2, 

c'est a dire que Q est fermee (en fait, des que d > 3, D{Q) est exactement I'espace iJ^ d'apres I'inegalite 
de Hardy). □ 

Corollaire 2.2. Sous les hypotheses on peut associer a Q un unique operateur P , auto-adjoint, 

semi-home inferieurement, tel que : 

D{P) = {u e D{Q), V Q{u,v) continu L^} 

Mu e D{P), Mv e D{Q), Q{u, v) = {Pu, v)l2. 

(cfm) 

La proposition suivante est consequence immediate de la definition de P et, pour le 1), de la densite 
de C^(M''\P) dans D(Q) : 
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Proposition 2.3. 1) D{P) = {u e D{Q); -Au + Vue L^}, 
2) SurD{P), 

Pu = -Aii + Vu, 

oil dans 1) et 2) , — Au + Vu est a prendre au sens des distributions sur W^\'P . 

Remarque 2.4. Meme si P est la somme formelle des operateurs —A et V , on n'a pas toujours les 
inclusions : 

D{P) C Di-A) = 
D{P) C D{V) = {u e L^ueL^, j = l,...,7V}. 

Supposons par exemple, que pres d'un pole pj, V soit exactement de la forme : 

(11) 0<a, + (f-l)"<l. 
Considerons la fonction : 

(12) Us{x) = \x-pj\'ip{x-p,), s = -(d/2-l) + V(rf/2-l)2 + a, 

oil (fi est a support compact dans {r < 1} et vaut 1 pres de 0. Comme —Aw + Vu est nul pres du j-ieme 
pole, la proposition precedente montre que u est un element de D{P). Mais u n'est ni dans H^^ ni dans 
D{V). 

Remarque 2.5 (non-unicite de I'extension auto-adjointe). Signalons une autre pathologic interessante, 
qui survient encore par exemple lorsque V est de la forme pres d'un pole. La fonction Us dcfinie par 
ifT^ . avec cette fois : 

s = -{d/2 - 1) - 

est dans et verifie : 

-Ams + Vus e 

au sens des distribution sur W^\P , mais n'est pas dans D{P). Si A est I'operateur —A + V, defini de 
maniere naturelle sur (R'^\V) , on a done : 

ACPCA*. 

Ainsi I'operateur A n'est pas essentiellement auto-adjoint, et admet plusieurs extensions auto-adjointes, 
dont I'extension de Friedrichs, choisie ici, qui est la seule dont le domaine est inclus dans H^. 

Lorsque la constante a de (O est assez grande, les deux remarques precedentes ne sont plus valables : 
I'operateur A ci-dessus admet une seule extension auto-adjointe, dont le domaine est exactement I'in- 
tersection de et D{V). Pour un apergu de ses questions et une etude du cas unipolaire, on pourra 
consulter |^ chap X] . 



3. Demonstration du theoreme^ 

3.1. Introduction de la mesure et etude en dehors des poles. On ne fait dans ce paragraphe 
13.11 que les hypotheses (@J,..,I0 sur le potentiel V. L'adjoint de I'operateur borne sur : xR\+ieX ^st 
I'operateur : H suffit done de demontrer Q avec le signe — devant ie. Donnons nous une 

fonction xi de C^(R'') valant 1 sur le support de x- L'inegalite (jSjl decoule de : 

0) 3Ao > 0, 3C> 0, VA > Ao, Ve > 0, \\xiR^^,,x\\l^^l- < 



6 



THOMAS DUYCKAERTS 



Supposons que (PIl) soit fausse. Alors il existe des suites (A„)„>i, (en)n>o telles que 

AnjEr! > 0, A„ > +00, 

n — ^+00 

11 

||Xl^A„-J£„XllL2(J!.d)_i2(Rd) > 



II existe done unc suite {gn) de fonctions L^(M^) telle que : 

Tl 

(13) 1 = ||Xl^A„-i£„X3n||L2(Rd) > ^=||g„||. 

De plus, on peut supposer gn € {W^\V) , cet espace etant dense dans L^. On se place dans un contexte 
semi-classique, en posant : 

V An 

On a done : 

(14) + V)Un - (1 - ianhn)Un = xKfn, 

(15) IIXlWn||L2(Rd) 1, ||/„||L2(Rd) ^^^^ 0, a„ > 0. 

Notons que contrairement a un "vrai" probleme semi-classique, le potentiel F a un coefficient /i^. Ce 
coefficient le rend negligeable, sauf au voisinage de chaque pole. 

On omettra parfois les indices n pour alleger les notations. On commence par noter que Ton peut se 
contenter d'etudier la resolvante au voisinage de I'axe reel : 

Lemme 3.1. 

(16) an 0, 

(17) "n\\Un\\l2(^^a^ ^^^^0. 

Demonstration. Ceci decoule immediatement du caractere auto-adjoint de I'operateur P. En efFet, en 
multipliant p4|) par It„ et en integrant la partie imaginaire, on obtient : 

Im(/i^(3(u„) - ||M,i||i2) + hnan\\un\\'i2 = him J X2fnUndx 

On en deduit p7|l car d'apres (|15|l . x^n est borne et /„ tend vers dans L^. Egalement d'apres p5|l . la 
norme de u„ dans est minoree quand n tend vers +00 par un reel strictement positif, ce qui donne 
(Cnjl. □ 

Le lemme suivant, consequence facile de I'inegalite de resolvante Q sur le Laplacien libre, est demontre 
dans [3] : 

Lemme 3.2. La suite (u„) est bornee dans Lf^^{M.'^). 

On peut done introduire la mesure semi-classique /i associee a w„ et a la suite d'echelles (/i„) (cf 
PI). C'est une mesure de Radon positive sur x qui verifie, a extraction d'une sous-suite de (m„, /i„) 
pres : 

(18) Va e C5^(R'^ X M'*), (a{x,hnD)ip{x)un,Un) — ><^i,a> 

Oil Ton a note (., .) le produit scalaire L^iR'^), ip e C^i^i) une fonction valant 1 sur la projection en x 
du support de a, et a{x, hnD) la suite d'operateur uniformement bornee sur L^(R'') de noyau : 

^|a(x,/.„e)e^(^--'«de 

Rappelons que la limite H18(l ne depend pas de la fonction (p. 
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Proposition 3.3. Sous les hypotheses ■ 

(1) Vitesse d'oscillation de u„ et convergence L^. Si ^ C^{R'^), 



(19) 

En particulier : 



hi [ |Vu„|Vda;+ ^ hi f ^— ^|u„pi/' dx = 0(1), n ^ +oo. 



(20) Un — > dans L^^iR'') /i = 



(2) Localisation de fi. Le support de la mesure //l^-j^d^-p-jxiRd est inclus dans {(x,^) G M^xM^, = 
!}• 

(3) Invariance de /i. La mesure fj, verifie V equation : 
(21) (..d^iJi = 0, 

au sens r»'((Rf\'P) x R^). 

(4) Condition a I'infini. Soit M > assez grand. La mesure ii est nulle pres des points rentrants 

Inc = {(x,C) e K'^ X R'*; |a;| > M, x.^ < 0}. 



Demonstration. Pour demontrer le ^ on fait le produit scalaire de Tequation (|14|l sur u avec ipu et on 

^2 . 
^loc ■ 



obtient, en utilisant que /„ et Un sont bornes dans L? 



hlReQ{un,iJUn) = 0{1), n^+oo. 
Mais par une integration par partie elementaire : 

ReQ{un,i'u„) = hlJ \\/u^\^ipdx- hi J \u„\^ Atfj dx + hi J V\u„\^i:dx, 

ce qui implique (|19|l . en utilisant I'inegalite de Hardy comme dans le lemme ITTI On en deduit que m„ est 
/i„-oscillante, e'est a dire que pour toute fonction tp de C^(R'^), 

(22) lim limsup / |V^(OpdC = 0. 

R^+oo n^+oo J\h„^\<l 

L'equivalence est une consequence facile de (cf [3]) 

Les points 121 et O sont elementaires et demontres dans [SjLe point ^ moins immediat, se deduit de 
I'etude du Laplacien libre. C'est une version micro-locale de la condition de radiation Sommerfeld. Si I'on 
change le signe devant ihun dans (|14(l . il faut remplacer Inc par 

Outc = {(x,0; \x\ > M, x.^ > 0}. 



On renvoie a [3lpour la demonstration. 



□ 
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L' equation ]21\i est une equation de transport qui implique 
que la mesure, en dehors des poles, est invariante le long des 
courbes integrales du champ hamiltonien associe a S,dx^ qui 
dans notre cas sont de la forme : {(a;o + s^o,S,o),s e]a, 
Dans ,5, il n'y a pas de pole, et le point 0] implique done, 
avec cette propriete d'invariance de la mesure et une hypothese 
de non-capture qui dit que toute courbe integrale du champ 
hamiltonien passe dans I'ensemble Inc, que la mesure fj, est 
nuUc. Ceci montre, la suite (m„) etant /i„-oscillante, qu'elle 
tend vers dans Lf^^, contredisant ainsi I'hypothese H15|l . 

Dans notre cas, la strategic de preuve est la meme, mais 
I'argument precedent ne fonctionne pas pour les trajectoires 
passant par V. L'invariance de la mesure et le point ^ de la 
proposition 13.31 impliquent seulement que le support de fi est 
inclus dans la reunion des rayons reliant les poles et des rayons 
sortants partant de chacun de ces poles (cf figure ci-jointe). 
Ces derniers rayons sont les plus faciles a eliminer, par un argument de "conservation de I'energie" 
exprime dans la proposition • si le support de la mesure fi ne contient aucun rayon rentrant dans un 
certain compact, il ne pent pas non plus contenir de rayon sortant de ce compact. 

Proposition 3.4. Soient Ri, R2, verifiant : 

< i?i < i?2, 

et tels que x V soient nuls sur {\x\ > -Ri}. Supposons : 

(23) suppiiC] {Ri < \x\ < R2} C {x4 > 0} 

ou : 

(1231) supp^lC^{Rl<\x\<R2}(l{x.£,<Q} 

Alors fi est nulle sur {\x\ > Ri}. 

Demonstration. Soit ip G C°°(R''), radiale, telle que : 



Fig. 1 : le support de /i 



Alors : 



r > i?2 ^ <^(r) = 1, r < i?i ^ ip{r) = 0, ^ > 0- 



= Im ((— /i^Au — u + ihau), </5u)j 



Im/i / hVip.Vuudx + ha / |u| (pdx 



Done d'apres (|17|) 
(24) 



Im / hnVip.VUnUn dx — > 0. 

n — ^+00 



La suite m„ est ft,„-oscillante, on a done, en se donnant une fonction tjj de C^(R''), a valeurs reelles et 
valant 1 pres de 0, 

lim Im / hVip.Vuudx ^ lim lim Im / hVip.'S/uip (R~^hD)udx 

n— »-|-cx) J J 

= lim lim Im / ib (R^^hD) (Vifi.'^u)udx 
= ^{fi,W^{x).^). 
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On deduit de (PH) que cette derniere quantite est nuUe. Mais d'apres I'hypothese ou 123ljl . V(^(x).^ 
a un signe constant sur le support de /i. La positivitc de /i montre alors qu'elle est nuUc sur I'ensemble : 

{V(/.(x).e ^ 0} 

ce qui implique la nuUite de /i sur la couronne ^ 0} , et done par invariance sur {|x| > □ 

II nous reste a montrer que ne charge pas les poles et s'annule le long des rayons reliant ces poles. 
La premier point ne necessite pas Thypothese © et est traite dans les deux prochaines parties. Dans le 
cas d'un seul pole, on en deduit immediatement la contradiction recherchee. Le deuxieme point est traite 
dans la nartie mi mi on a besoin de toutes les hypotheses Q,.., © sur V. 



3.2. Elimination des petites harmoniques spheriques pres d'un pole. D'apres le Daragraphc l3.1l 

la projection spatiale du support de la mesure fi est incluse dans I'ensemble forme des N poles et des 
segments les reliant. On cherche ici a etudier le comportement de /i au voisinage d'un pole pj. 
On translate le repere pour prendre pj comme origine et on se place en coordoonees spheriques : 

r = e]0,+oo[, e = ^ e S''-^ 
\x\ 

• Pi 



• P2 




Notons Vq I'ensemble des poles differents de dans ce nouveau repere 
et Zj les directions sortantes : 

''y^ ''-w 

Fig. 2 : les vecteurs Zj 

La mesure au voisinage de a: = se concentre (sauf peut-etre en a; = 0), sur {|^| = 1}, sur chacun des 
segments partant de dans les directions Zj . EUc est invariante par le flot hamiltonien en dehors de et 
ne charge pas 0. On en deduit : 

(lj;^o/^,a)= ^ / {Xfa{x^tZi,£_ = Zi) + X':[a{x = tZi,(, = -Zi))dt, 



(25) p^ev 



aeC^ {{x e R'*, \x\ < /} X R^) 



oia les A^, sent, du fait de la positivite de fi, des constantes positives. 
Decomposons m et / en harmoniques spheriques : 

(26) u„(x) = J2 ^kn{r)ek{0), fn{x) = ^ hn{r)ek{0), 

keN keti 

oil les efc sont les fonctions propres du Laplacien sur la sphere, qui forment une base hilbertienne de 
2.2(5^-1) telle que : 

Vk+i >Vk>vo^Q, Vk » +00 

k — ^+00 
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Fixons un cnticr naturcl v. On separe les petites et les grandes harmoniques spheriques de w et de / : 

def \ ^ def \ ^ 

(27) ^^Z"-' 

/n /pn ^" /gni /pn — ^ ^ ffcn^/c; /gn — ^ ^ ^kn^k- 

On notera /ip (respectivement /ig) la mesure semi-classique associee pres de a la suite (up„)„ (respective- 
ment (ugn)n) et a la suite d'echelle (/i„)n. Par un argument elementaire d'orthogonalite, I'equation (|14|1 
etant radiale au voisinage du pole, les deux suites verifient pres de 0, cette meme equation (en remplagant 
/„ par /g„ ou /pn), et elles sont done toutes les deux ft,„-oscillantes. 

L'interet de cette decomposition est que pour etudier Up, on est ramene a un nombre fini d'equations 
differentielles ordinaires, et que I'operateur P est "tres" positif pres de lorsqu'il agit sur les grandes 
harmoniques spheriques. Dans ce paragraphe, on montre que les petites harmoniques spheriques ne jouent 
aucun role. L'etude de /ig se fera dans les deux paragraphes suivants. 

Proposition 3.5. Sous les hypotheses et 0), lo, mesure fip est nulle et les mesures fi et fj,g 

sont eqales. 



Demonstration. On commence par demontrer : 
Lemme 3.6. La mesure fip ne charge pas 0. 

Demonstration. On considere la mesure fj,k associee a la suite /i„-oscillante {uknek)n- Puisque Up est la 
somme d'un nombre fini de u^efc, il sufht de montrer le lemme sur chacune des mesure fik. On fixe done 
k > 0. On a, en notant ' la derivee par rapport a r : 

(28) -hlu'l^ + hl^u',,, + hliV + ^)ufe„ - (1 - ^/^„a„)ufc„ = hhn 
Posons : 

(29) Ufc„(r) = r 2 Vfc„, hn{r) ^ r 2 gj.„ 



(30) wr^v^"Ji.'—^, |«'.MI<^2 

On a : 



(31) 5feVfe = /igfc, Sk''= -h''— + h''Wk~{l-iha) 

Dans cette demonstration, on ne precise pas la dependance eventuelle en k des constantes (qui sont bien 
siir independantes de n), k etant fixe de bout en bout. II suffit de montrer : 

Ve > 0, 3ri > 0, limsup / |vfe„| dr < e. 

Soit e strictement positif. D'apres H19(l . 



3C2>0, Vn, / ^K„|2dr<C2. 
^ 



Soit m > 0. On a : 

f-rah f-nxh t 2 

(32) / |vfe(r)pdr <m2 / <ir < C^m^ < e. 



r- 



en choisissant m assez petit pour que la derniere inegalite soit verifiee. II nous reste a majorer la norme 
I? de Vfe dans la zone {r > mK). On introduit : 
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qui est derivable, de derivee : 

i?I.(r) =2Rc (v^v, + /iX<) 

=2Re {h^Wk^/'k^k - ia^'k^k - hx^'^k) 



\E'k{r)\<[^+a]\hy',^,k\ + \hy'kh\ 



(33) -E'^{r)<[^ + l]Ek{r) + Mr)\\ 



des que n est assez grand pour que a soit inferieur a 1. On a obtenu la deuxieme ligne par I'equation 
sur Vfc. Majorons Ek pres de par le lemme de Gronwall. Pour cela, on fixe deux reels strictement 
positifs t et p. II decoule de : 

Soit, en integrant cette inegalite entre t et t + p, avec t > mh : 

Ek{t) < e<^^/"+''4 + e^^/^^Ek{t + p), ^(n) /' \fkn{r)f dr. 



JO 

On integre maintenant par rapport a la mesure dt entre mh et un reel strictement positif ri . On obtient 

(34) / ' Ek{t) dt < e^^^"'+PriKl +e^^/'^+P Ek{t + p) dt 

J mh V ^ J mh 
>0 

Fixons p strictement compris entre et L On a : 

l-ri+p rri+p rri+p 



/ Ek{r)dr= \uk{r)\^r'^^^dr + h^ \u'i,{r)\^r'^-^ dr + 0{h^), n ^ +oo 

J p J p J p 

rri+p 

(35) limsup / Ek„{r) dr < 2pk{{p < \x\ < n + p}) 

n— t+oo J p 



On a obtenu cette derniere ligne en utilisant que sur le support de /j,1{2;^o}i 6t done sur celui de pkT^{x^o}j 
1^1 vaut 1. La forme de la mesure pp pres de montre que le terme de droite de cet inegalite peut-etre choisi 
plus petit que e~'-^^^"^e, en prenant ri assez petit. En effet, I'orthogonalite des harmoniques spheriques 
montre que : 

p{{p < \x\ < ri + p}) =pp{{p < \x\ <n+ p}) + pg{{p < \x\ < ri + p}) 
>M{P< \^\ <ri+p}), 

et la mesure fi ne charge pas les cercles autour du pole. Finalement en utilisant l|35f) avec un tel ri, ainsi 
que 1(221), lIMI), on obtient : 

limsup / Ekn{r)dr <2e, 

n— »+c» Jo 

ce qui acheve la demonstration. □ 

Fixons maintenant un tq proche de 0. Les suites (un), (ug„) et (Mp„), verifient deux proprietes 
d' "orthogonalites" . 

- La premiere est simplement I'orthogonalite dans des harmoniques spheriques, qui implique : 

("gn, WpTi)^2({r<rQ}) ^ 
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D'ou : 

l"nlL2({r<ro} = I^P" I ({r<ro} + 1%" I ({r<ro} ' 

(36) ^ii{r < ro}) = ^ls{{r < ro}) + Aip({r < ro}). 

- La deuxieme est le fait que les deux mesure /x]l{|^|<2ro} ^t /ipU{|2;|<2ro} ^ont mutuellement singulieres. 
La premiere de ces mesures est portee par Tensemble : 

S = SxRf, S= {sZj, s e [0, 2ro[, Pj G Vl^} . 

Nous allons demontrer que /ipl{|a;|<2ro} ^6 charge pas cet ensemble. Soit e > 0. La mesure ne 
charge pas 0, done si p est assez petit, 

(37) Pp{{\x\<p})<e. 

D 'autre part, Up ne peut pas se concentrer sur un rayon. En efFet, si Z est dans S'^^^ : 

(38) 




Le premier facteur est majore par une constante independante de n, et le deuxieme, independant 
de n, tend vers lorsque rj tend vers 0. On obtient finalement, avec (pTzIl et que pour tout e, il 
existe un voisinage V de S tel que : 

^ip{V)<e, 

et done que /ipl^ = 0. 11 est facile de montrer, dans ces conditions que pour tout symbole a(a;,^) € 
C^({|a;| < 2ro} x R*^) et pour toute fonction reguliere (p tronquant autour de 0, on a : 

(39) {a{x, hD)ipup,u)]^2 — > 0. 

(il suffi-t de diviser le produit scalaire entre un petit voisinage de 5, sur lequel la limite superieur des 
normes de Up„ est aussi petite que Ton veut, et son complementaire, sur lequel la norme de 
Ugn tend vers quand n tend vers Voo). Finalement, I'egalite : Ug = u — Up et ()39(l impliquent : 

(40) fisi{r < ro}) - pi{r < m}) + Ppi{r < ro}). 

D'apres et (|^ . /ip({r < ro}) est nuUe. La proposition 13. 51 est demontree. □ 
3.3. Absence de concentration sur le pole. 

Proposition 3.7. Sous les hypotheses et 0), la mesure fi ne charge pas les poles. 

Corollaire 3.8. Sous les mimes hypotheses et si N = 1, fi est nulle. 

En effet, dans ce dernier cas, d'apres le paragraphe l3.1l (propositions 13.31 et I3.4|l . la projection en x du 
support de p est incluse dans le pole. L'etude du cas iV > 2 est completee dans la partie 

Pour montrer la proposition, on reprend les notations de la partie On se place encore an voisinage 
du pole pjg = et on considere la decomposition H27|l en petites et grandes harmoniques spheriques : 
u = Up + Ug. La mesure fj,p etant nulle, il suffit de montrer que la mesure /Xg ne charge pas les poles. On 
va en fait montrer un resultat plus fort : 

Lemme 3.9. Soit t g]0, 1[. Si i> est choisi assez grand : 

(41) / \x\-'\ug,fdx^Oil), n^+oo. 

J\x\<l 
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Demonstration. Comme dans la demonstration du lemme IX^ on note r^'^^^^^'^Mkn = ^kn- Fixons n et k. 
Pour justifier nos integrations par parties, on a besoin de connaitrc Ic comportement pres de de Vfc„ et 
de ces derivees. On notera : 

Fi.r) < G{r) 3e > 0, 3A > 0, VrG]0,e[, |F(r)| < ^|G(r)|. 

On a choisi les fonctions /„ nuUes pres de chaque pole. La fonction Vfe„ est done, au voisinage de 0, 
solution de I'equation difFerentielle en y : Sky = (oii Sk est I'operateur differential de degre 2 defini par 
qui admet une famille libre de solutions {y+, j/-} telle que : 



(^-Yy+ir) < J =0,1, 2 

\drj 



(42) 



Reservons la preuve de cette affirmation a plus tard (of le lemme 15.1 If) . La fonction m„ etant dans le 
domaine de P, r~^Ukn est dans I'espace L'^{r'^~^dr), et done r~^Vkn est dans I'espace L'^{dr). On en 
deduit que la composante de Vkn selon ?/_ est nuUe et done que v^n verifie : 



(43) 



(f]'^kn{r) < rl-^+^^ J =0,1, 2 



Cette majoration n'est uniforme ni en n, ni en fc, mais elle justifie toutes les integrations par parties qui 
suivent grace a la remarque clementaire suivante : 

Remarque 3.10. Solent F et G deux fonctions regulieres de la variable r > 0, nuUes a I'infini, telles que 
pour des reelles ct et r verifiant a + t > : 



dr J \ dr 



F{r) < r'^-\ - G(r) < r^-\ j = 0, 1 



Alors : 

r^-LGdr^-rF'^dr 
Jo dr Jq dr 

Notons Wfc„ = e*'^Vfc„ et posons : 

/3fe(»^) - / |wfc„pdr, 7fcH / hl\w',,J^ dr, K^(n) := [ \gkn\^ dr 
Jo Jo Jo 

Ml{n) := jlin) + (1 + h'i^l)pl{n) + nUn). 

Les suite w^, hVun, et ^Un sont bornees dans L'f^^^ fn tend vers dans L^. On a done : 

+00 +00 

(44) 5]4(n) — > 0, ^Af2(n) = 0(1). 

k=Q k=0 

L'equation verifiee par Wfe„ pour r < I s'ecrit ; 

TkWkn = he'^'/'^gkn 

(45) Tk e-l-Ske-'- = -/^^-J + h-'± + h^V + ^h{a + 2 J- 

d'^ -Ad + i 
bk ■■= 4 + 
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On a 



i/j, > i> ^ (jj, > (7, (7 := a/ {d/2 — Vf + a + v'^. 



On se donne une fonction positive tp de C^([0, l\) valant 1 pres de 0. Le reel t e]0, 1[ etant fixe, on choisit 
V tel que : 

(46) 2d-t>Q. 
On commence par montrer que si v est assez grand : 

(47) j /i^|w^jV-Vdr + j /i2|wfc„|V-2-Vdr = O {Ml{n)) , 
oil on a note : 

Xkin) = O (Ykin)) ^ 30 0, Vfc, i^k > ^n, |Xfc(n)| < C\Ykin)\. 

La constante C depend done eventuellement de t mais ni de n, ni de fc, moyennant la condition : i>k > i^- 
On a (dans tous les calculs qui suivent on omct les indices n pour alleger les notations) : 



(48) Re J TkWkw'kr^-*ipdr = -Rch^ J w'^w'^r^-^ifidr 

+ Re h^bk J WkvJ'i^r^^^'^ipdr + Keh^ J VvJkVj'kr^^*(pdr + lmha J Wkw'^r^^^ip dr 



Remarquons que par les estimations (|43|l . et I'hypothese H46|l sur le parametre t, toutes ces integrales 
sont absolument convergentes. On a : 



dr 



D'apres la remaraue 13 . 1 01 et la condition 2(t — i > 0, on pent integrer par parties 
(49) h = ^^^h' [ K\'r-'pdr+h^ [ K\'r'-'^' dr . 



Pour majorer le dernier terme on a utilise que la derivee de ip est nuUe pres de 0. En raisonnant de la 
meme maniere pour justifier les integrations par parties, on obtient : 



(50) . + 



h'bkj \^k?r-^-'pdr-^bk j Iwfepr-i-V'dr. 



I2a 
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Par la majoration ||7J) sur on a : 

\h\ <h^J ^|wfe||w;,|ri-Vdr 

(51) |/3| <^|i 1 j!Kpr"Vdr + e J h'K\\-'^dr'j 
Enfin, on a les majorations simples : 

(52) r c 

Prenons e assez petit pour que > ce qui est possible car t < \, puis choisissons i> tel que : 

Is 

Les deux termes principaux de (|49|l et (|5()(l . I\a et /2a dominent done /a et on obtient, par (|48|l . 1)49(1 . 
Ipn)l. (|^ . if^ . I'inegalite (|T7|l . On va maintenant en deduire, en utilisant a nouveau I'equation sur 
Wfe la conclusion du lemme On a : 

(53) J := Im J ThW^Wkr^^'^ipdr 

= -/i^Im J w'lwkr^~''ipdr + ah J \wkfr^~*(pdr + 2hRe J w'^.Wkr^~'^ipdr . 

Ji J2 Ji 

En remarquant (les integrations par parties se justifient comme precedemment) : 

J =0 (hKkPk) 

Ji =2Ini (1 - t)h^ j W^^kT-'pdr + 0{hf]klk) 

<chy h'\w',\'r-'pdrY' y I 

J2 =oihpl) 

h^h j i-Kpri-Vdr 

=(<-l)/i j \wk?r^'^<^r + 0{h(3l) 
En utilisant (|47|l pour majorer Ji, on deduit de (|53|l : 

K„|V-*dr = 0(M2(n)). 



1/2 r ^ 1/2 

Iwfcpr-Vdr^ +0(/i/3fc7fe) 



En repassant a Ufe„ = e ^"^/^r^d. i)/2^^^^ p^jg sommant sur tons les k tels que Vk > et en utilisant 
la majoration H44() de la somme des M^, on obtient exactement 1(41(1 . □ 
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Lemme 3.11. Soient : I > 0, qi,q2 G L'^^ (]0, /],M) tels que : 

(54) 'ZiM>^, b>-\ 

(55) kj(OI<^, J = 1,2. 
Alors V equation differentielle : 

(56) 2/"(r) = (qi(r)+z(?2W)y(r), re]0,;], 
admet une base de solutions {y^,y^) telle que : 

(57) (^i.y 2,4,) ^^^,1/2+^13-,, J =0,1, 2 

(58) y_(r) > r^/^-^ 
Demonstration. Posons : 

r = y{r) = e"''/^z(s) = r^/^z(- logr). 

L'equation differentielle 1561) et les hypotheses (|54|l et (|55l) s'ecrivent : 

(ISi) (l/4 + e-2''gi(e""))z+ie"2^g2(e"")z, s>L:=-log; 

Ql(s) Q2(s) 

(El) Q2(s) >S 6+ 1/4 > 

eSl) \QAs)\<c. J = 1,2. 

On s'inspire de ^1 Chap. II Ex. 14]. Soit z une solution de (|54r|l et Z = Alors, en utilisant H56r|l et 
l|54l(l . on obtient : 

Z'{s) =2Re (z(s)z'(s)) 

Z"{s) =2|/(s)|2 + 2Qi(s)|z(s)|2 

>2x/s('-^|z'(s)P + V:B|z(.)|2 



(59) Z"(s) >2^/bZ\s). 

On commence par construire la solution z_ correspondant a y_, en choisissant la solution de H56I ') telle 
que ^-(i) = z'_{L) — 1. II est facile de voir, avec ()59|l que Z_ et restent superieur a 1 et croissantes. 
Par le lemme de Gronwall, ()59|l implique : 

Z'^{s) >e2^(^-^)zi(L) 

(60) 2_(s) > 

s — ^+oo 

ce qui demontre la condition H58(l sur y-{r) — r^/^z_(— logr). On construit ensuite z+, comme la solution 
de (|5t)r|l definie par : 

z+{s) := z_(s) 
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On a : 



< 



+°° da 



|z_(a)|' 

car |z+| est croissante puisque Z+ Test. Done, grace a : 

(61) < e-^^ 

s — >+oo 

et par I'equation H56r|l et les hypotheses sur Qi et Q2 la meme propriete est vraie pour la derivee seconde 
de z+ . II est bien connu que cela implique aussi pour la derivee premiere de . Les estimations (I57II 
sur y+ir) ~ r^/^z_|_(— log(r)) en decoulcnt immediatement. □ 

3.4. Fin de la demonstration dans le cas multi-polaire. Dans cette partie, on acheve la preuve du 
theoreme dans le cas TV > 2 en montrant : 

Proposition 3.12. Supposons Soit p £ V et Vp Vensemble des poles p' , distincts de p, et tels 

que 11 ne soit pas nulle au voisinage de p' . On suppose que pL n'est pas nulle pres de p. Alors p appartient 
a I'enveloppe convexe de Vp. 

Considerons V I'ensemble des poles pres desquels la mesure n'est pas nulle. Supposons V non vide. 
Le bord de I'enveloppe convexe de V est alors un polygene dont les sommets sont des points de V. En 
appliquant la proposition 13. 12l a un tel sommet, on obtient une contradiction qui montre que V est vide 
et done que fi est nulle, ce qui prouve le theoreme^ 

Demonstration. On suppose encore p = et on reprend les notations des deux parties precedentes. 
Puisque d'apres la proposition 13. 71 ^ ne charge pas 0, la formule H25|l pent se reecrire : 

(fj,g,a) ^ (fi.a) ^ ^ / [X^a{x ^ tZi,£, ^ Zi) + XYa{x ^ tZt,£^ = -Zi)) dt 

a e {{x e R"*, \x\ < /} X M^) , 

oil les sont des constantes positives. On commence par demontrer, pres de 0, I'equivalent du Icmme 
13.41 d'invariance globale : 

Lemme 3.13. Les rayons rentrant en et sortant de portent la mime masse : 

(62) AT = a; =: A. 

Pj&'Po Pj&Vo 

Demonstration. On se donne une fonction G C(^({|x| < Z}), positive, radiale, decroissante en r et 
valant 1 pres de 0. On a : 

Sn.= h~^(hlPUn-Un,ipUn)f2-K^('PUn,hlPUn-Un) > 0. 

Mais : 

Sn =hnQ{Un, IfiUn) - Q((pU„, U„) 

y (S/Un.^(p)udx—hnJ u,iV(/3.Vu„ da; 
=2ilm / /i„Vm„.V(/9'u„ dx. 
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La suite etant /i„-oscillante, il est facile de montrer : 

= lim Sn = 2ilm(fi,i£^.W(p) 

n — >+oo 

On en deduit, en utilisant I'expression 

Pj eVo pj eVo 

□ 

On ecrit maintenant une variante du lemme|^21 qui utilise I'hypothese ^ faite sur la derivee de V : 
Lemme 3.14. Soit Cd = Alors : 

(63) (cd + i>~ ^) limsup / -^|uj„|2 < 2A. 

\ Z J „^+oo J \X\ 

Remarque 3.15. Le lemme 15.141 est similaire a la majoration intermediaire (|47|) du lemme avec 
t = 1, mais on ne pent pas demontrer la majoration correspondante de la derivee radiale de Ug, (a cause 
de la constante 1 — t dans (|49|l qui s'annule lorsque t = 1) : 

2 

dx < +00. 



[hi 


dUgn 




dr 



De meme, on ne peut malheureusement pas aboutir par cette methode a la conclusion H41|l du lemme 
dans le cas t — 1, c'est a dire montrer : 



limsup / \x\ ^ \ugnf dx < 

n — *+oo J 



'OO. 



Notons que cette derniere propriete, avec la formule H25r|l et la non-integrabilite en de I'application 
r ^— > 1/r, impliquerait directement la nuUite de fj, pres de 0. 

Remarque 3.16. Le lemme 1^. 141 correspond a un gain d'une demi puissance de r par rapport a la borne 
naturelle : 

-^u„ = 0{1) dans Lf^^. 

Dans la suite, la fonction /i^^^r~^u„, jouera, pres 0, un role similaire a celui que jouerait une trace dans 
un probleme au bord. On peut comparer le gain de r~^/^ donne par au gain d'une demi-derivee par 
rapport au theoremes de traces standard obtenu sur les traces d'un probleme au bord avec des "bonnes" 
conditions au bord. 

Demonstration. On se donne k tel que Vk > et on reprend la demonstration du lemme I^T^ mais avec 
<: = 1. La formule (|48|l est encore valable et s'ecrit : 



(gHl) Re J TkWkw'^ipdr = -Reh^ J w'/.Wkipdr 

+ Re h^bk J Wfcwjj.r~^iy9 dr + Re J VvjkVj'i^ip dr + lm ha J Wkw'i.ipdr. 
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Toutes le integrales ecrites sont absolument convergentes grace aux estimations (|43f) . Par des integrations 
par parties elementaires, que Ton justifie encore par la remaraue lS.lOl on calcule : 



(64) 
(65) 



h{k,n) 
h{k,n) 



/j2|w^|V'(r)dr 



I2a 



f rlV 

h{k,n) ^ -- J —\^,\^^dr + 0{h'(3l) 



(66) 
(67) 

Notons 



|/3(fc,n)| < ^ 



En sommant par rapport a I'indice fc, on a facilcmcnt les estimations : 
(68) . . n„ 

(69) 
(70) 



l4{n) — > 0. 



II reste a etudier Xi et T2b, dont on pent calculer la limite quand n tend vers +oo en utilisant la formule 
(EH). On a : 



-f 

dr V 



/'v 2 ' Ufe ) = /lu'fe + iufc + ft. 



d-1 



2r 



En sommant par rapport a k, on obticnt 

1 



(71) 

Posons 



or 



Lp' {\x\) dx + o{l) , n — > +CX). 



i := 'p{x)A^]{hD), 



Cp e C5^(R''), = 1 sur supp(^', 

^^C^^W"), V(0 = 1 sur {|C| = 1} 

Les suites (wgn) et (/inVug„) etant /i„-oscillantes sur le support de et le support de la mesure /ig etant 
inclus dans I'ensemble {|^| = 1}, on montre facilement les convergences 1? : 



Et done : 



lim Isuppv' {ip{hnD)ugn) = 0, lim Isupp^' {i}{h„D)Vugn) = 0. 

n— >+oo n— >+oo 



lim (A — A) Ugn = dans ^^(supp^j'). 
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On en deduit 



l(") =^ (^*'P'{\x\)Au^n,Ugn) + 0(1) 

^'i\x\) 



lim Ii{n) n,-ipiO 



(72) 



lim =2A, 

n — ^+00 



ou aux deux dernieres lignes, on a utilise la formule (|25lf) . la definition (|62|l de A at le fait que Lp{0) = 1. 
D' autre part : 



l2bin)^ E -f'^^'/ |wfc„|V-V'(r)dr= ^ -f^'/ ^|u.„| V'(l^l) 

= |-:||VT«,„|V(N)dx 



oil Vt designe le gradient tangentiel 



aC/\ a; 
9r / |a;| 



La limite de ce terme, quand n tend vers I'infini, est done, par un raisonnement analogue au precedent : 

2\ 



(73) 



1 



lim l2b{n) = ( fi; -f'ilx 



n — ^+00 



qui vaut car /ig est nuUe lorsque ^ n'est pas paralelle a x. En remarquant : 



I(n) :-^X,(7i) = o(l) 

et en additionnant igHI), lEH), GOIl, Gill, (E3 on obtient (|^ . 
Introduisons maintenant le reel positif Ig, defini par : 



n +00, 



□ 



Zj,:=limsup/ |uj„p da;. 



D'apres le lemme precedent, on a, des que v st assez grand 

2A 



(74) 



Q<la< 



Les et les vont desormais jouer des roles symetriques. La mesure /i etant non nuUe au voisinage 
de 0, on salt que A est strictement positif et on pent done poser : 

2M, A+ + A- , E = 1, < t, < 1 

P3&V0 

Si Ton suppose que n'appartient pas a I'enveloppe convexe de Vq, le vecteur Z (qui ne depend pas de v 
d'apres la proposition (|3.5|l ). est non nul. Notons que si ^, etait invariante par le flot hamiltonien, y compris 
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le long des rayons passant par le pole, on aurait Z = 0. Cettc invariance se demontre habituellement en 
calculant le commutateur C = [—h'^P,A], ou A est un operateur semi-classique a{x,hD), a S . Dans 
notre cas, C ne pent pas s'estimer, car le potentiel V commute tres mal avec de tels operateurs. Pour 
contourner ce probleme, on remplace A par un operateur difFerentiel de degre 1 dont on pent exprimer 
exactement le commutateur avec V en fonction de la derivee de V. L'hypothese ((HJ, et I'estimation (|74|l 
sur Ig permettent alors de maitriser sufRsamment C pour montrer que Z = 0. Ce resultat est plus faible 
que le theoreme d'invariance pres du pole, mais suffit pour demontrer la proDOsition l3.12l 

Lemme 3.17. 

(75) 4A|Z| < yQc{,lg 

Demonstration. Remarquons d'abord que P, qui est un operateur borne de son domaine D{P) dans i^, 
definit par dualite un operateur P borne de I'espace dans D{P)* : 

{PF,G)D(prMP) = iP'PG)L2, F^L\ GeDiP). 

De plus, D{P) contient I'espace de fonctions test C^{M.'^\'P), done D{P)* est un sous-espace de I'espace 
de distributions I?'(M'^\'P), et, d'apres la proposition 12. 31 : 

PF = -AF + VP dans V {m.\v) . 

Soit $ = ($1, .., ^d) un champ de vecteurs C°° a support compact dans un petit voisinage de a; = sur 
R'^, qui pres de est constant et egal au vecteur (1, .., 1). Soit j un entier compris entre 1 et d. On salt 
que la suite {hn^jdxjUgri)^ est bornee dans . On en deduit : 

h^P - l) ^jdx^Ugn,Ugn) = {'^jd^x.Ugn, {hlP ~ 1) Ujn) 



((' 



=o(l), n — > +00. 



De meme, 



i'^jdx, {hlP - 1) UgruUgn) = - {{hlP - 1) Uj„, d.,^ ($jUb„)) 

=o(l), n +00. 

Et done : 

(76) C := {^^jdx^h^Pug - h^P<i>,dx^Ug,Ug^ ^^-^^ 

Dans H7t)|) . le produit scalaire est bien defini au sens de la dualite entre D{P)* et D{P). On pent exprimer 
C en fonction dc /i et d'un terme domine par Ig a I'infini : 

(77) C^[[<i>,d,^,h\^A + V)ug],Ug) 

(78) ([^jd^^,-h^A]ug,Ug)=2h^{V^^.Vdx^Ug,Ug)+o{l) n^+oo 
^ ' ^ » ' 

^(m,25.v<[.,o) 

(79) <C'vlg + o(l) n +O0. 

oil a la derniere ligne on a utilise l'hypothese ||SJ) et la definition de Ig. Finalement, on remarque que 
d'apres H25l|l . et puisque $j(0) = f, 

(M,2eV$,0) = -4AZ.e„ 
oil Cj est le vecteur unitaire dont la j-ieme coordonnee vaut f . En utilisant IjTt) I) . 177|l . (17811 . 11791) . on obtient : 

4A|Z.e,| < C{,lg, 

dont on deduit H75() en sommant les carres. □ 



22 



THOMAS DUYCKAERTS 



En utilisant (|74|l et le lemme lS.171 on obticnt : 

2A 



4A|Z| < VdCl 



2 



Or Z ne depend pas de v, que Ton pent prendre aussi grand que Ton veut. On a done Z — 0, ce qui montre 
que le pole est un barycentre des directions Zj correspondant au poles pj qui appartiennent a Vo- On 
pent en deduire facilement que est dans I'enveloppe convexe de Vo, ce qui demontre la proposition 
KHl □ 

4. Une variante du theoreme[I] 

Dans cette section, on ecrit une generalisation partielle du theoreme ^ qui permet de considerer des 
potentiels de la forme : 

1 ^ - ^ 





\ 








a J + 











pres de chaque pole pj . Nous precisons ensuite les modifications a apporter a la demonstration du theoreme 
Hpour demontrer ce resultat. 

Theoreme 2. Soit V — {pi, ••,PAr} un ensemble de poles sur et P = —A + V , ouV est un potentiel 
reel sur W'- tel que : 

V = V1+V2, 

avec : 

- Vi verifiant les hypotheses ■ ..0) du theoreme^ 

- V2 G ij^c {^"^X^) ^ ^ support compact sur R'^ et tel que, si \x ~ pj\ < I : 



(80) = — ^fe, ( £— ^ ) , b,eL-'{s'-') 



1 / X ~ Xj 

©) > 0, 

dHI) Ve&j e L°°(S"^-i). 

Alors la conclusion du theoreme^ reste valide : si x ^ Cq" (I^'') ? 

(81) 3Ao > 0, 3C> 0, VA > Ao, V£ > 0, \\xR^±^eX\\L-^L- < 

De plus, comme dans le theoreme^ si N = 1, 1^81}) reste vraie sans les hypotheses ^ et |3J) faites sur 
le gradient de V . 

Remarque 4.1. Un tel V verifie les hypotheses Q,. . du theoreme^] ce qui permet de definir comme 
dans la section |21 I'operateur P qu sens des formes quadratiques. 



Remarque 4.2. Dans le cas unipolaire, les potentiels de la forme : 

V{r,e)^xix)^, a e (S-^-i) , a{0) > Uq, ao + id/2 - if > 0, 



oil X 6st une fonction a support compact valant 1 pres de 0, rentrent dans le cadre du theoreme El 
Contrairement aux resultats connus jusqu'alors, on ne fait aucune hypothese dans ce cas sur la derivee 
du potentiel pres du pole, ce qui est naturel : on n'a pas besoin d'un telle condition pour que P soit positif. 
Malheureusement, comme dans le cas radial, les conditions sur |V1^| reapparaissent lorsque N > 2 pour 
eliminer les rayons eventuels entre les poles du support de /x. 
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Demonstration. On reprend point par point la demonstration du theoreme^de la section |21 
La partie im qui ne necessite que les hypotheses Q , . . . , (0) , reste valable. 

On se place ensuite pres d'un pole pj^ que I'on prend comme originc du repere. L'equation sur u„ 
s'ecrit, en coordonnees polaires au voisinage de ce pole : 



oh on a note Ag le Laplacien sur la sphere S'^^^. On considere alors I'operateur sur L'^{S'^~'^) : 

H^-Ag + bj{e), D{H) = i/2 (5^-1) . 

La fonction hj etant positive est bornee, il est facile de voir que H est un operateur auto-adjoint positif 
a resolvante compacte. II admet done une famille de vecteur propre formant une base hilbertienne de 
I'espace [S'^-^) : 

elects'-'), Hel^i^fek 

fc— >-+oo 

On decompose, comme dans la partie chacune des fonctions et selon ces fonctions propres : 



-h^ul" ~ hi — Ml' + hi ( + ^ ) u*, - (1 - ia„)u* - hJl. 



ken ken 
Puis, ayant fixe un entier naturel on regroupe a nouveaus selon les grandes et les petites valeurs 
propres : 

Un —Upj-^+Ugj^^ Up„ ~ ^ ^ Uj.„e;j, Ug„ — ^ ^ ^kn^k 

r , r-k \ ^ r-k + r-k \ ^ r+ * 

In — Jpn ' Jgm Jpn ^ / , 'kn^k^ /gn ~ / , 'kn^k' 

Les parties 13.21 13.31 13.41 de la demonstration fonctionne alors parfaitement en remplagant les par les 
e^, et les decompositions en harmoniques spheriques par les decompositions correspondantes associees 
aux e\. Remarquons que l'equation sur pres du pole s'ecrit : 

r 

EUe est done identique a l'equation H28|) verifiee par dans la demonstration du theoreme ^ et en 
sommant ces equations, on obtient pres du poles les bonnes equations sur u* et Up : 

(82) h^Pul - (1 - iha)u^ = hf*, h^Pup - (1 - iha)up = hf*. 

Notons que dans les parties IT^ et 13.31 les calculs se font sur chacune des harmoniques spheriques et que 
dans 13.41 on utilise seulement l'equation sur Ug identique a ((HU, et les hypotheses (|7|) et ((SJ sur V , qui 
sont encore valables ici grace aux hypotheses ((TJ et sur Vi, et (jSU)) . sur V2. On n'utilise jamais 
directement, dans 13.41 la forme radiale de V pres du pole. □ 
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